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Einleitung

Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit der Klassifikation quaternionischer Mébiustransformationen.
Der erste Abschnitt liefert zunédchst das klassische Resultat der Klassifikation komplexer Mobiustransfor-
mationen anhand ihrer Spur und enthélt Visualisierungen invarianter Punktmengen.

Abschnitt zwei fiihrt die Divisionsalgebra der Quaternionen ein und erliutert, welche Eigenschaften kom-
plexer Zahlen auf Quaternionen iibertragbar sind. Der dritte Abschnitt definiert schlieBlich Mobiustrans-
formationen in den Quaternionen und versucht, diese zu klassifizieren. Die Resultate sind dabei nicht so
elementar wie im komplexen Fall; die Klassifikation erfolgt daher nach einer Fallunterscheidung dediziert
fiir jeden Fall.

1. Komplexe Moébiustransformationen

1.1. Mobiustransformationen, PSL,(C) und die projektive Gerade P¢

Definition 1.1 (Einpunktkompaktifizierung der komplexen Ebene). Durch Hinzufiigen eines Punktes oo
kann die komplexe Zahlenebene C zu C := C U {oo} fortgesetzt und mit S? C R? identifiziert werden
[8, S. 17f.]. Es gelten die iiblichen Rechenregeln:

) VeeC:x+4+00 =00
i) VeeCiz#0:2-00=00
iii) Ve € C: 5 =0
iv) VeeC,x #0: 5 =00
Die Ausdriicke 0 - oo und oo £ oo sind nicht definiert.

Definition 1.2 (Mdobiustransformation). Eine Mdbiustransformation ist eine Abbildung der Form

az+b

f:@—>@, zZ >
cz +

mit Koeffizienten a, b, ¢,d € C und ad — bc # 0.
Die Menge der Mobiustransformationen wird mit
M = { f: C—C ‘ fist Mébiustransformation}

bezeichnet.

Satz 1.1. Die Menge M der Mobiustransformationen bildet eine Gruppe beziiglich der Hintereinander-
ausfithrung o. Speziell kann man diese Gruppe mit der projektiven Gruppe komplexer 2 x 2-Matrizen,
PSLy(C), identifizieren: (M, o) = (PSLy(C),-)
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Beweis. Schritt 1: (M, o) ist eine Gruppe. Dafiir priifen wir die drei Eigenschaften:
1) Das neutrale Element ist trivialerweise z — z.

ii) Abgeschlossenheit: Gegeben zwei Mobiustransformationen f und g mit

aiz + b1 asz + b2
tze — d gz —=
fiz c1z+dp e g2 coz + da

gilt fiir 2z € C:

+b
a2 (gllirdi) + b2 o CLQ(CHZ + b]) + bg(ch + dl)

(gOf)(Z) = (m) _l_d o C2(a12+b1)+d2(clz+d1)
c1z+d1 2

(aga1 + baci)z + (az2by + bady)
(CQCLl + dgcl)Z + (C2b1 + dgdl)
(g o f)(z) hat offensichtlich die Form einer Mobiustransformation — dass die Koeffizienten aller-

dings auch die Ungleichung ad — bc # 0 erfiillen, ist algebraisch zunichst nicht offensichtlich. Wir
kitmmern uns in Kiirze darum.

. s . . az+b : . dz—b
iii) Zu einer Mobiustransformation f : z — =7 ist das Inverse gegeben durch g : z — <7=". Das er-

gibt die obige Formel fiir die Hintereinanderschaltung durch Einsetzen der jeweiligen Koeffizienten
von f und g:

(ad — bc)z 4+ (—cb + be)

(00 P)(e) = o e =

Schritt 2: Es gibt einen Gruppenisomorphismus (M, o) = (PSLy(C), -). Dafiir betrachten wir zunichst,
dass die Koeffizienten a, b, ¢, d einer Mobiustransformation auf Grund der Bedingung ad — bc # 0 auch
als Koeffizienten einer Matrix M aus

GL,(C) = {A = (Z Z) € Mat(2,C)| det(A) = ad — be o},

der Gruppe invertierbarer, komplexer 2 x 2-Matrizen, aufgefasst werden kénnen. Die Abbildung

a b az+b
GLy(C) — M, <C d) — (z»—> cz+d>

ist offensichtlich surjektiv. Die Koeffizienten der Multiplikation zweier Matrizen mit den iiblichen Re-
chenregeln —

ag ba\ (ar b\ _ fazay+bzcr agby +bads
co  do c1 dp coa1 + dacy  caby 4 dady
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— stimmen genau mit den Koeffizienten der Hintereinanderschaltung zweier Mobiustransformationen aus
Schritt eins iiberein, also ist dies ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Fiir die Determinantenabbil-
dung in GLo(C) gilt det(B - A) = det(B) - det(A), und somit ist das Abgeschlossenheitsargument aus
Schritt eins vollstindig.

Multipliziert man die Koeffizienten einer Mgbiustransformation mit einem Skalar k& € C* := C — {0},
dann idndert dies die Mobiustransformation nicht:

kaz+kb  k(az+b) az+b

kez+kd  k(cz+d)  cz+d

Der Kern des obigen Gruppenhomomorphismus ist also genau C*. Insgesamt ergibt sich M 22
GLy(C)/C* = PGLy(C) = PSLy(C) als Gruppe. O

Der Praxis halber notieren wir Mobiustransformationen in Zukunft hdufig auch als Matrix mit Determi-
nante 1. Diese Darstellung ist nicht immer ganz intuitiv (und bis auf Multiplikation mit £/ nicht eindeu-
tig), wie folgende Beispiele zeigen:

Beispiel. i) Die Identitit z — z wird durch die Einheitsmatrix <(1) (1)> beschrieben.

ii) Die Involution an der 1-Sphére, inv : z — %, wird durch die Matrix A, = <(2) (Z]> be-

0 —1
- 0
zwei verschiedene Reprisentanten des gleichen Elements aus PSLg(C). In beiden Fillen gilt:
det(A;ny) = det(—A;ny) = 1. Der naive Ansatz des ,,Koeffizienten-Zuriicktragens* aus dem Term

schrieben: i = % Alternativ konnte man —A;,, = (

> schreiben, doch dies sind nur

der Mobiustransformation ergibt allerdings nicht immer ein Element aus PSLy(C): <(1) (1)> hat

Determinante —1.

Definition 1.3 (Die komplex-projektive Gerade und homogene Koordinaten). Ein Modell fiir C ist die
komplex-projektive Gerade ]P’(f, die wie folgt konstruiert wird:

c* - {0} /~  mitder Aquivalenz-Relation w ~ z:<= I\ € C*: w = )z

Die Aquivalenzklassen [21,z2] werden homogene Koordinaten genannt. Fir zo # 0 gilt [21, 20] =
[21/z2, 1]. Der Punkt oo entspricht [1, 0]. Die komplexe Zahlenebene C ist auf ganz natiirliche Weise in
P enthalten vermoge z + [z, 1]. Die Koordinate [0, 0] ist nicht zugelassen.

Bemerkung. Eine Matrix A € GLy(C) wirkt linear auf C2:

Az — (@ b\ (= _ az1 + bzo
c d 29 cz1 + dza
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Betrachtet man die Aquivalenzklasse [Az] € P$, entspricht diese genau einer Mobiustransformation mit
Parameter z = 2125 Yin C:

[Z;l iszﬂ _ [(azl + bzg){(czl + sz)] _ [(az + b){(cz +d)

(Im Falle z9 = 0 entspricht z = oo; falls cz; + dza = 0, dann entsprechen die homogenen Koordinaten
genau [1,0] = c0.)

Die lineare Wirkung von GLy(C) induziert also fiir z = 2125 ! die gebrochen-rationalen Terme, die eine
Mobiustransformation ausmachen. Anders ausgedriickt: Mobiustransformationen sind nichts anderes als
lineare Transformationen homogener Koordinaten. Der Vorteil der homogenen Koordinaten ist, dass dem
Punkt oo nun keine Sonderrolle mehr zukommt, und man damit ,,normal* rechnen kann.

Wir haben nun Zugang zu Methoden der linearen Algebra, um die Dynamik von Mdobiustransformationen
zu untersuchen. Ein wichtiges Resultat ist das folgende:

Satz 1.2. Sei fyr € M eine Mobiustransformation mit Reprdsentant M € PSLo(C). Dann gilt: z =

2125 Vist genau dann Fixpunkt von fy;, wenn (21, z9) Eigenvektor von M ist.

Beweis. Sei z = z1z; ' mit fy(z) = z ein Fixpunkt. Sei z = (21, 29) ein Eigenvektor von M zum
Eigenwert A, geniige also der Gleichung Mz = Az, A € C*. In homogenen Koordinaten ist [A\z] = [z].

Der oben dargestellte Zusammenhang zwischen Mobiustransformationen und linearen Abbildungen auf
homogenen Koordinaten liefert sofort: [Mz] = [z] <= fum(z) = 2. O

Bemerkung. Der Fixpunkt oo ist nun nichts anderes als ein Eigenwert der Form [z1, 0]. Somit sieht man
direkt, dass oo nur dann Fixpunkt von f, sein kann, wenn ¢ = 0 ist. Dann entspricht aber fy/(z) = %*’b
nur einer Ahnlichkeitsabbildung, also einer Streckung und Translation in der komplexen Ebene.

1.2. Klassifikation von komplexen Mobiustransformationen

Es ist generell wiinschenswert, Mobiustransformationen anhand algebraischer oder dynamischer Eigen-
schaften zu klassifizieren. Diese Klassifikation sollte invariant unter Konjugation sein, also M in Konju-
gationsklassen aufteilen. Im Folgenden sei eine Mobiustransformation als nicht trivial vorausgesetzt, also
nicht die Identitédtsabbildung z — z.

Definition 1.4. Sei M € PSLy(C) mit Eigenwerten \j, \a.
i) M heilit parabolisch <= \; = +1
il) M heiBt elliptisch <= |\;| = 1, A # *1
iii) M heiBt loxodromisch <= |\;| # 1
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Bemerkung. Diese Klassifikation ist invariant unter Konjugation, weil die Eigenwerte es sind: Seien
G, H € PSLy(C), G mit Eigenwert \. Dann:

HGH z= 2= GH 'z = H "z = \H 2" 2" G/ = M/

Also ist A Eigenwert von G genau dann, wenn \ Eigenwert von HGH 1 ist.

Wir kénnen nun ,,Prototypen‘ von Mobiustransformationen angeben, also jeweils die einfachste Form ei-
ner Mobiustransformation, die eine der Eigenschaften parabolisch, elliptisch bzw. loxodromisch aufweist.
Dies wird uns einen anschaulichen Zugang zur Klassifikation liefern.

Beispiel. i) Die einfachste Form parabolischer Mdbiustransformationen sind Translationen, also Ab-
bildungen f : z — z + a fiir ein a € C. Eine solche Translation kann durch die Matrix (é Cll)
beschrieben werden.

ii) Ein Beispiel fiir elliptische Mobiustransformationen sind Drehspiegelungen in der komplexen Ebe-
ne, also Abbildungen der Form z ++ Az oder z > Az~ mit A = e¥%, o € R bzw. |A| = 1.
Ein wichtiger Spezialfall ergibt sich fiir die Inversion z — z~!. Die entsprechende Matrix ((3 8)
hat die Eigenwerte A\; = %4, somit ist die Inversion eine elliptische Mobiustransformation.

iii) Im einfachsten Falle sind loxodromische M&biustransformationen Drehstreckungen in der Ebene,
also Abbildungen der Form f : z — Az, |\| # 1. So ist z. B. <\g§ (1)/2

den Faktor 2, weil % = 2z. Die Spezialfille, in denen loxodromische Md&biustransformationen

> eine Streckung um

lediglich eine Streckung (bzw. Stauchung) darstellen, werden teilweise auch als eigene Klasse, die
sogenannten hyperbolischen Mobiustransformationen, bezeichnet (z. B. in [10, S. 177]).

Wir konnen jetzt die Dynamik und Fixpunkte von Mdbiustransformationen untersuchen. Dazu betrachten
wir zundchst Abbildungen, mit denen wir die Fixpunkte einer Mobiustransformation ,.kanonisieren, d. h.
auf 0 und oo abbilden konnen.

Satz 1.3 (Fixpunkte einer Mobiustransformation). Eine Mobiustransformation f # id hat entweder einen
oder zwei Fixpunkte, und diese liegen fiir eine Wahl der Wurzel /- bei

—d) + d)? —4
éiz(a ) 2ia’+) . (1.1)

Beweis. Zunichst ein Wort zur Existenz der Fixpunkte: Die Fixpunktgleichung z = Z:IZ kann aufgelost

werden zu einer quadratischen Gleichung z(cz + d) = az + b. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra
hat diese Gleichung in C eine oder zwei Nullstellen.
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Im Falle ¢ = 0 hat die Gleichung offensichtlich den Fixpunkt co. Ist auferdem a # d, dann ist ﬁ ein
weiterer Fixpunkt.

Fiir ¢ # 0 eignet sich zur expliziten Berechnung die in Satz 1.2 formulierte Aquivalenz von Fixpunkten

und Eigenwerten: Die Eigenvektoren z einer Matrix (ch Z) € GLy(C) sind gegeben durch

<(a—d):i:\/a2—i—4bc—2ad—|—d2 )
4 = 2% ,1

Einsetzen der Relation ad — bc = 1 liefert die gewiinschte Formel. O

Korollar (Mobiustransformationen mit genau einem Fixpunkt sind konjugiert zu Translationen). Hat
eine Mobiustransformation nur genau einen Fixpunkt, dann ist entweder ¢ = 0 und a = d = 1, und es
handelt sich um eine Translation z — z + b, b # 0 (der Fixpunkt ist also c0); oder aber es gilt ¢ # 0 und
(a + d)? = 4, dann handelt es sich um eine parabolische Mobiustransformation, also um eine zu einer
Translation konjugierte Abbildung.

Beweis. Nur der zweite Teil muss bewiesen werden.! Sei 7' € M mit ¢ # 0, (a + d)? = 4 und Fixpunkt

&. Wir suchen ein G € M, so dass T := GTG™! die Form <é 31;
Dieses G muss den Fixpunkt ¢ auf oo abbilden, so dass die Hintereinanderschaltung nur den Fixpunkt co
hat und somit eine Translation ist:

) hat, also eine Translation um x.

G—1 7 G
00 ¢ ¢ 00

Wir wihlen:
1 (0 i L [—iE =i
fa(z) = - bzw. G = (z —i§> und G™° = <—z’ 0)

Fiir ein allgemeines T = <CCL Z) gilt:

S ( I a b —i& —i
T=GTG™ = <z —z‘f)'(c d)'(—z’ 0>
(0 4 —até —bi —ai
- \u o—ig) \—de—di —a
- c€+d c
T o \aé+b—c?—dE a—ct

IStreng genommen ist dieses Resultat ein Spezialfall des Satzes 1.5, da die Spur invariant unter Konjugation ist. Es ist aber
doch hilfreich, sich die Zusammenhinge einmal exemplarisch vor Augen zu fiihren.
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Einsetzen des Fixpunktes £ = “2;6‘1 liefert die Gleichung: ¢ + d = a — ¢£ = 4(a + d), und somit sind
Ti,1 = T2 = +1 genau dann, wenn %(a + d) es ist.

Bleibt noch zu zeigen, dass 751 = 0 genau dann, wenn (a + d)2 = 4. Das ldsst sich direkt nachrechnen:

1 1
0 = a§+bc§2d§:2<a2adQ(ad)Qda+d2)+b
C

1
= Z(a—d)2+b:(a—d)2+4bc
c

= a*—2ad+d*+4bc=a®+2ad+d* —4=(a+d)?—4
Also handelt es sich bei 7" um eine Translation z — z + c. O

Korollar. Eine Mobiustransformation M € M mit zwei Fixpunkten ist konjugiert zu einer Mobiustrans-
formation z — Az, A € C*. Die korrespondierende Matrix ist in Diagonalform.

Beweis. Habe M die Fixpunkte £+. Analog zum vorigen Korollar definieren wir G(z) = z:gf, so dass
gilt:

-1 -1
o G Mie S ound 09 e, Myl Yo

Somitkann M := GMG~! nur eine Drehstreckung der komplexen Ebene sein, hat also die Form z +— Az,
A € C*. Als Element von PSLy(C) betrachtet, hat M fiir eine Wahl von /- die Form:

(83
0 75

Beispiel. Die Inversion z — z~! ist konjugiert zu z — —z, denn es gilt:

1 -1\ (0 @\ (1 -1\ (=i 0
11 io) \1 1) “\o i
Bemerkung.

i) Beziiglich der Zuordnung &£, +— O und £_ +— oo ist A eindeutig. Bei einer Vertauschung der Zuord-
nung dndert sich A — % Anschaulich bedeutet dies eine Drehung in entgegengesetzter Richtung

um den anderen Fixpunkt.

i1) Im Falle einer loxodromischen Mobiustransformation gibt es einen anziehenden und einen absto-
JSenden Fixpunkt. Wird £, auf 0 abgebildet, so wird & bei einer Drehstreckung z — Az fiir |A\| < 1
zu einem anziehenden, im Falle |A\| > 1 zu einem abstoenden Fixpunkt.
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Lemma 1.4. Die Abbildung Tr? einer Mébiustransformation M ist invariant unter Konjugation.

Beweis. Wie aus der linearen Algebra bekannt, gilt Tr(AB) = Tr(BA). Somit ist Tr(M) = Tr(G~! -
GM) = Tr(GMG™'). Um eine Fallunterscheidung zu sparen, betrachten wir nur das Quadrat der Spur:
Denn fiir zwei Reprisentanten M = —M € PSLy(C) ist Tr(—M) = — Tr(M). O

Satz 1.5 (Klassifikation komplexer Mobiustransformationen). Eine Mobiustransformation M = ((cl Z)
wird eindeutig durch Tr? M = (a + d)? charakterisiert:

i) M parabolisch <= (a + d)* = 4

ii) M elliptisch <= a + d reell mit (a + d)? < 4

iii) M loxodromisch <= a + d nicht reell oder (a + d)* > 4

Beweis. Die Riickrichtung von i) wurde im Korollar auf S. 6 bewiesen. Die Hinrichtung folgt aus der
oberen Dreiecksgestalt der Matrix mit Eigenwerten £1.

Sei A € C*, so dass z — Az konjugiert zu M ist. Wegen Lemma 1.4 ist (a + d)? = X + % +2 =:¢). Mit
Polarkoordinaten kann man c,, darstellen als ¢y = re? 4+ r~te™% 4 2,7 > 0, ¢ € R. Fiir den Imaginir-
und Realteil von c) gilt:

mey) = rin(e) + (e ) =sin(i) (r )

Fall 1: »r = 1. Dann ist Im(cy) = 0. Fiir alle ¢ # 2k, k € Z ist Re(cy) < 4, und weil fiirr p = 2k,
k € Z die Mobiustransformation die Identitdt wére, ist dieser Fall ausgeschlossen. Somit gilt r = 1 <=
M elliptisch.

Fall 2: » # 1. Dann ist Im(cy) = 0 nur dann, wenn ¢ = km, k € Z. (a + d) kann nur reell sein,
wenn (a + d)? = ¢y > 0. Wenn ¢ = 2km, k € Z ist, dann ist ¢y > 4. (Dies ist der Spezialfall, wo
M konjugiert zu einer Streckung ist, also eine hyperbolische Mdobiustransformation ist.) Sonst ist ¢y < 0
oder nicht-reell und es handelt sich um eine loxodromische Mobiustransformation. ]

Uberraschenderweise gelingt die Klassifikation von Mébiustransformationen lediglich anhand der Koef-
fizienten a und d. Ist (a + d)? = 4, dann hat die Mobiustransformation nur einen Fixpunkt; sonst hat
sie zwei Fixpunkte, und die Fixpunkte konnen mit einer geschlossenen Formel anhand von a,b und ¢
bestimmt werden.
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1.3. Visualisierung der Dynamik

Auch die Dynamik der Mobiustransformation lisst sich mit Hilfe der Fixpunkte und Konjugationsklassen
nun nachvollziehen: Eine elliptische Mobiustransformation ldsst Kreise um die beiden Fixpunkte invari-
ant; eine loxodromische Mobiustransformation lasst spiralformige, vom einen Fixpunkt zum anderen lau-
fende Punktmengen invariant. Diese Dynamik bedarf einer genaueren Betrachtung und Visualisierung.

Im Falle einer loxodromischen Mobiustransformation f(z) = Az mit Fixpunkten 0 und oo ist eine invari-
ante Punktmenge Ly einfach eine sog. logarithmische Spirale mit ,Startwinkel* 0:

LQZ{ZEC ’z:)\tew,tER}

Fiir ein z € Ly liegt f(z) = Az = AT1e? auch wieder in L.

Diese Menge konnen wir nun transformieren, so dass die Spirale vom einen Fixpunkt £, zum anderen
Fixpunkt ¢ liduft. Sei g eine Mébiustransformation, so dass gfg~!(z) = Az =: f . Gegeben A und die
Fixpunkte, so konnen wir f = g~! f g berechnen. Wie wir gesehen haben ist f (L) = Ly, und somit gilt
flg(Lg)) = g fag " (Lg) = g f(Lg) = g~ (Lg). Also ist eine unter f invariante Punktmenge
genau g~ 1(Ly).

Explizit berechnet sich g~ zu:

o) =228 s =

=
z—&_ z—1

Die beiden Abbildungen 1.1 und 1.2 zeigen jeweils eine Familie von 16 logarithmischen Kurven Ly, ,
O = %’r, k = 0,...,15, transformiert auf die Fixpunkte ¢} = 41 und £3 = +(1 — i/2) mit zwei un-
terschiedlichen Lambdas. Fiir Details zur Erzeugung der Graphen siehe das Code-Listing 1 im Anhang A
auf S. 31.

Fiir weitere Illustrationen und einen anschaulichen Zugang siehe [10], besonders S. 177 sowie den ge-
samten Abschnitt 3.7 ab S. 188. Einen nicht sehr rigorosen, dafiir aber auch fiir Nicht-Mathematiker
geeigneten Ansatz bietet [9].
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Abb. 1.1: Invariante Punktmengen einer loxodromischen Mdobiustransformation mit Fixpunkten +1, die
konjugiert zu z — Az mit A = 1. 6e"™/0 ist.

Abb. 1.2: Invariante Punktmengen einer loxodromischen Mébiustransformation mit Fixpunkten +(1 —
i/2), die konjugiert zu z — Az mit A = 1.2¢77/6 ist.
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2. Quaternionen

Die Betrachtung aus dem vorigen Abschnitt wollen wir nun in hoheren Dimensionen verallgemeinern.
Dazu betrachten wir den Raum der Quaternionen H.

Definition 2.1. Der Raum H der (hamiltonschen) Quaternionen ist der R-Vektorraum R* mit folgender
Benennung der Basen

1=¢€ =(1,0,0,0), i:=e2=(0,1,0,0), j:=e3=1(0,0,1,0), k:=eq4=(0,0,0,1)
mit einer Multiplikationsabbildung - : H x H — H, die definiert ist durch
iZ=jP =k>=ijk=—1 und ij=—ji=k

Eine Quaternion x € H wird statt in Vektorschreibweise héufig als Term beziiglich dieser Basen mit
reellen Koeffizienten «,3,7,6 dargestellt: x = o + 5i + vj + k.

Bemerkung. H ist eine assoziative Divisionsalgebra. Doch schon anhand der Definition erkennt man,
dass H nicht kommutativ sein kann. Tatsdchlich ist das Zentrum von H genau Z(H) = R C H, so dass
ab = ba genau dann gilt, wenn a € R oder b € R ist.

Bemerkung (Rechenregeln). Herleitungen fiir die Rechenregeln finden sich in [3, S. 159ff].

i) Das Skalarprodukt zweier Quaternionen x = o+ fi+vj+dk € Hundy = o/ +f'i++'j+d'k € H
ist (z,y) := ad’ + BB+~ + 60’ € R. Die dadurch induzierte Norm stimmt mit der euklidischen
Norm iiberein: |z|2 = a2 + 42 +~2 + 2.

il) Das zu x = o + Bi + vj + 0k € H konjugierte Element ist T = o — Si — vj — Jk. Es gelten die
aus der Rechnung mit komplexen Zahlen bekannten Rechenregeln |Z| = |z| und T = . Hiufig
gebraucht wird die Multiplikationsregel 77 = 7 Z. Wie im Komplexen auch gilt 27 = Tz = |z|?,
und somit speziell die Formel fiir die Inversenberechnung: ! = |z| 2%, x # 0.

iii) Der Real- und Imaginirteil sind definiert als Re(z) = (2 + ) und Im(z) = 3(z — 7).
iv) Fiir zwei Quaternionen z und y # 0 gilt: Re(yzy ') = Re(z) und |yzy~!| = |z|. Die zwei Qua-

ternionen « und y heiBen dhnlich, wenn ¢ # 0 existiert, so dass qyg~' = x. Uberdies kann man ¢
normieren, so dass man zwei dhnliche Quaternionen durch Konjugation mit einer Einheitsquaterni-
on ineinander iiberfiithren kann. Durch fleiiges Rechnen lésst sich zeigen, dass z und y genau dann

dhnlich sind, wenn Re(z) = Re(y) und |z| = |y ist.?

Bemerkung (,,Merkwiirdigkeiten*). Die Definitionen von Skalarprodukt, Konjugation sowie Real- und
Imaginirteil lassen vermuten, dass es sich bei H um ein ,,reell-vierdimensionales C* handelt. Der Korper
C liegt auf natiirliche Weise in H, doch Gleichungen und Rechnungen lassen sich in H nicht so einfach
handhaben. Einige ungewohnte Konsequenzen der Nichtkommutativitit:

Leider steht diese Behauptung ohne einen Beweis in der von [2] zitierten Quelle (hier: [5]). In [1, S. 333] finden sich viele
hilfreiche Lemmata und eine Beweisskizze.
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1) Die Notation % sowie die Formulierung ,,Division durch b* ist fiir nicht-reelle b nicht wohldefiniert;
statt dessen muss explizit ab~! oder b~'a geschrieben werden, und i. A. gilt ab=! # b~'a. Auch
muss man bei Gleichungsumformungen explizit von ,,Multiplikation auf der linken (bzw. rechten)
Seite* sprechen.

ii) Die Konstruktion des Polynomringes H[X] ist etwas subtil’: Ein Element aus H[X] ist die formale
(endliche) Summe von Monomen der Form a; X™as X™? ---a, X" a,4+1, wobei n = 22:1 n;
der Grad des Monomes ist. Aufgrund der fehlenden Kommutativitit konnen zwei Monome vom
Grad n im Allgemeinen nicht zusammengefasst werden (so ist zum Beispiel schon iX # Xi).
Der Fundamentalsatz der Algebra gilt nur in abgewandelter Form: Ein Polynom hat eine Nullstelle,
wenn sein Grad n > 1 ist und nur ein Monom vom Grad n auftritt.

Ein Polynom kann mehr Nullstellen haben, als sein Grad angibt. So hat das Polynom X2 + 1 auf-
grund der Beziehung* 22 = 2 Re(z)z — |z die Nullstellenmenge {z € H | Re(z) =0, |z| = 1}.
Das kubische Polynom X?iXi + iX?iX —iXiX? — XiX?i wird sogar von ganz H annulliert’.

iii) Die Matrixmultiplikation in Mat(n; H) nach den iiblichen Regeln ist wohldefiniert; allerdings
spricht man von Links- und Rechts-Eigenwerten und -Vektoren. Beispielsweise ist A ein rechts-
Eigenwert, wenn Ax = x\.

iv) Naiv ldsst sich keine Determinantenabbildung definieren. Versucht man:

A= (Z Z) € Mat(2; H), det(A):= ad — be,

so gilt det <i j) = ij — ji = 2k # 0, was fiir eine Determinantenabbildung nicht sinnvoll ist.

3. Quaternionische Mobiustransformationen

Im diesem Abschnitt definieren wir analog zu Abschnitt 1 Mobiustransformationen, deren Koeffizien-
tenkorper sowie Definitions-, Wertebereich die Quaternionen sind. Die Definitionen und Herleitungen
basieren auf [2].

Definition 3.1. Eine (generelle) quaternionische Mobiustransformation ist eine Abbildung f : H \
{—c71d} — H der Form f(2) = (az + b)(cz + d)"! mita, b, c,d € H.

3Vergleiche [3, S. 168] fiir einen intuitiven Ansatz, Polynome mit Koeffizienten in H darzustellen; eine behutsame, algebraische
Konstruktion des Polynomringes, die sich um diverse Feinheiten kiimmert, findet sich in der Einfithrung von [4].

*Siehe [3, S. 162, (3)]

3Siehe [3, S. 165]
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Die Abbildung ist fiir z = —c~'d <= cz+d = 0 nicht definiert, was uns aber nicht weiter kiimmern soll,
da wir im weiteren Verlauf einen Einschrinkung betrachten werden. Aber es tun sich bereits am Anfang
weitere Schwierigkeiten auf: Schon die Fixpunktgleichung

z=(az+b)(cz+d)' <= zcz+z2d—az—b=0

ist nicht trivial 16sbar (siehe Abschnitt 3.4). Auflerdem fehlt aufgrund der fehlenden Determinantenabbil-
dung auch eine Definition von der Gruppe der invertierbaren Matrizen mit Eintrdgen aus H. Um diesen
Problemen zu begegnen, schrinken wir die Betrachtung auf Mdbiustransformationen ein, die ein Au-
tomorphismus der abgeschlossenen Einheitskugel B := {z € H||z| < 1} sind. Deren Klassifizierung
anhand ihrer Koeffizienten wird den Rest der Arbeit ausmachen.

3.1. Konstruktion von B C H, PU(1,1; H) und dessen Wirkung

In diesem Abschnitt formulieren wir die Bedingungen, denen eine quaternionische Mobiustransformation
geniigen muss, damit eine Einschrinkung ein Automorphismus auf B C H ist. Die Beziehungen (3.1)
werden im gesamten Abschnitt an vielen Stellen (auch implizit) eingesetzt werden, um Gleichungen zu
vereinfachen.

Definition 3.2. Der Vektorraum H'! ist der Links-H-Vektorraum H?, auf dem ein Skalarprodukt durch
die Hermitesche Form

(z,w) = W'Jz = W12, — Wazo

gegeben ist, wobei z = (21, 22)! und w = (w1, w2)? ist, auBerdem J = <(1] _01)

Eine unitire Transformation G ist ein linearer Automorphismus von HbY!, so dass (Gz,Gw) =
(z,w) Vz,w € H. Die unitiren Transformationen bilden eine Gruppe beziiglich der Hintereinan-
derausfithrung und diese Gruppe der unitiren Transformationen wird mit U(1,1; H) bezeichnet. Die
projektive Gruppe der unitéiren Transformationen ist PU(1,1; H) = U(1,1; H) / £+ 1.

a b

Lemma 3.1. Fiir ein G = (c d) € Mat(2; H) gilt G € U(1,1; H) genau dann, wenn fiir die Koeffizi-

enten die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

la|=|d|, |b|=lc|, |a]*—|c[*=1, @b=7cd, ac=bd. (3.1)
Beweis. G ist nach Definition genau dann eine unitére Transformation, wenn

WiJz = (z,w) = (Gz,.GwW) = WG JGz Vz,w € H,
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also genau dann, wenn J = G JG ist, was iquivalent zu G~! = J~1G"J ist. Ausgeschrieben:

a b\ a -c
(c d> :(—b d>' G2

Natiirlich gilt GG~! = I = G~'G. Multipliziert man nun (3.2) einmal links und einmal rechts mit G,
erhilt man:

1 0\ (a b\[(a —¢\ [aa—0bb —ac+bd und
0 1) \e d)\=b d) \ca—db —ce+dd

1 0\ (a —¢\(a b\ [aa—cc ab—cd

0 1) \-b d c d)  \—-ba+dc —bb+dd)"

Ein Vergleich der Eintriige liefert nun mit 27 = Tz = |z|? das folgende Gleichungssystem:

(1=la2— B2 @)
bd = ac (ii)
ca =db (iii)
1=1d? - |c? (iv)
1= lal® — |c|? (v)
ab=-¢cd (vi)
ba = dc (vii)
1=1d?— >  (viii)

Die Gleichungen (ii) und (iii) sowie (vi) und (vii) sind dquivalent aufgrund der Beziehung Ty = yT.
Subtraktion von (i) und (v) liefert |b| = |c|; Subtraktion von (iv) und (v) liefert |a| = |d|. Einsetzen dieser
beiden Gleichungen erbringt, dass (viii) dquivalent zu (v) ist. ]

Bemerkung. Ein analoges Resultat erhilt man im Komplexen direkt aus (3.2): G € U(1,1;C) genau
dann, wenn b = ¢ und d = @. Anschaulich betrachtet lassen Matrizen aus U(1,1; C) die Einheitskreis-
scheibe fest.

Bemerkung. Fordert man fiir eine quaternionische Mobiustransformation g die Bedingungen (3.1) an die

Koeffizienten, so ist die Einschrinkung g|g : B — H, z — (az + b)(cz + d)~! wohldefiniert: Wire
—

namlich ¢z + d = 0, so wiirde wegen (3.1) speziell |z| B

> 1 gelten, ein Widerspruch.
Satz 3.2. Fiir eine Mobiustransformation g : B — H, z +— (az + b)(cz + d)~, gilt g(B) = B genau

dann, wenn die Koeffizienten a, b, c und d die Bedingungen (3.1) erfiillen. Die Gruppe von Mébiustrans-
formationen B — B beziiglich der Hintereinanderausfiihrung o ist isomorph zu PU(1,1; H).

Beweis. Sei g : B — Hmit 2 — (az + b)(cz + d)~! eine quaternionische Mobiustransformation.
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Schritt 1: g(B) = B genau dann, wenn (3.1) gilt.
Dafiir konstruieren wir zunichst ein Modell fiir B wie folgt aus V' := H'!. Definiere:

Vo = {zeV —{0}[(z2) =0}
Vo = {zeV|(zz) <0}

Offensichtlich ist z = (z1,22) € V_ genau dann, wenn |z1| < |z9| ist. AuBerdem gilt zo # O fiir alle
7= (Zl,ZQ) e V_UW.

Durch die Projektion P : V_ U Vy — H, z = (z1,22) — 2125 1 kann nun B C H identifiziert
werden mit P(V_). (Die Abbildung P : V_ — B ist allerdings nicht injektiv.) Analog identifiziert
man 0B = P(1}).

. a b
Seinun G = (C d

_ a b 21
P(Gz) - P (C d) (22>
_ p(ew + bz
o cz1 + dzs
= (az1 + bz2)(cz1 + dzg)_1

= (azlzgl + 5)2222_1(021Z2_1 +d)~!
= (az+Db)(cz+d)7?

> € Mat(2; H). Dann sieht Gz unter P wie folgt aus:

Also wirkt G unter der Projektion P auf V_UVj wie die Mobiustransformation g auf B. Nach Definition ist
G(V_UVy) = V_UVp, wenn G € U(1,1; H). Mit Hilfe einer Cayley-Abbildung kann man Theorem 1 (b)
aus [6] ibertragen und zeigen: Lisst G die Menge V_ U Vj invariant, dann ist G € U(1,1;H), und
somit ldsst G nach Lemma 3.1 V_ U Vj genau dann invariant, wenn die Koeffizienten a, b, c und d die
Bedingung (3.1) erfiillen. Insgesamt ergibt sich die Behauptung, dass g(B) = B genau dann, wenn eben
diese Bedingung gilt.

Schritt 2: Die Menge der Mébiustransformationen, die B invariant lassen, ist beziiglich der Hintereinan-
derausfiithrung o eine Gruppe und als solche isomorph zu PU(1,1; H).

Seien g(z) = (az + b)(cz +d)~ ! und h(z) = (a’z + b)(¢'z + d)~! quaternionische Mobiustransforma-
tionen, die B invariant lassen. Mit

a(a'z +V
ala'z +V
a(a'z +V

(aa’ + b’

(goh)(z) = (2 + &)L+ b)(e(dz + V)(s+ &)~ + d) !
(dz4+d) P +0) (2 +d) 2z +d) He(dz+ V)2 +d)H +d)7 !
+b(cz+d))(c(az+b)+d(dz+d)) !

(
(
(
( z+ (ab/ +bd'))((cd’ + dc')z + (b +dd))™*

—
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findet sich analog zum Beweis im Komplexen (siehe Satz 1.1) ein surjektiver Gruppenhomomorphismus
nach PU(1,1; H) mit Kern +1. O

3.2. Einfache und zusammengesetzte quaternionische
Mobiustransformationen

Ist eine Mobiustransformation ,,einfach®, dann konnen wir sie mit Techniken aus Abschnitt 1 untersuchen.
Dafiir entwickeln wir in diesem Abschnitt ein Einfachheitskriterium (Satz 3.4).

Definition 3.3. Ein Element G' € PU(1,1; H) bzw. die zugehorige Mobiustransformation heifit einfach,
wenn G konjugiert zu einem Element G € PU(1,1;C) ist. Andernfalls wird G als zusammengesetzt®
bezeichnet.

Lemma 3.3 (Quaternionen sind konjugiert zu komplexen Zahlen). Sei z € H beliebig. Dann existiert

eine Einheitsquaternion ¢ € OB C H, so dass ¢ 'zq € C C H liegt.

Beweis. Das Lemma ergibt sich prinzipiell schon aus der Rechenregel iv) von S. 11. Eine explizite Dar-

stellung fiir ¢ findet sich in [1, S. 332, Lemma 4]. Es sei angemerkt, dass fiir Einheitsquaternionen gilt:
—1 —

qa  =4gq. O

Satz 3.4 (Einfachheitskriterium). G € PU(1,1; H) ist genau dann einfach, wenn b = ¢ und Re(a) =
Re(d). Einfachheit ist eine konjugationsinvariante Eigenschafft.
Beweis. Schritt 1: Die geforderten Eigenschaften sind invariant unter Konjugation in PU(1,1; H):
a
/

!/ /
Seien Q) = (c Z,) ,G = <CCL Z) € PU(1,1; H) mit b = ¢ und Re(a) = Re(d). Wir rechnen QGQ !

explizit aus:
a* b* B a/ b/ a b a/ —EI
 a) — o\ &) \c d)\-¥ d
B (a’ b’) ad —cb —ad +cd
d d)\c@—db —cd+dd

 (da@ —d'db +Vc@ —Vdb —d'ad + d'ed — V@ +Vdd
da@ —ceb +d'ca —d'db —cad +cded —d'c@ +ddd |

Der Begriff zusammengesetzt leitet sich davon ab, dass man zeigen kann, dass eine zusammengesetzte quaternionische Mdbi-
ustransformation als Hintereinanderschaltung zweier einfacher dargestellt werden kann.
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Betrachtet man nun

V- = —da? +ded —Vc@ +bdd — da@ — b +d'ca@ — d'db
— —da? +ded —Vc@ +Vdd —dad +b @ —ded +vdd
—d(a+a)d +V(d+d)d,

ist wegen a + @ = 2Re(a) = 2Re(d) = d + d und der wegen (3.1) geltenden Beziehung /¢ = V'd Klar,
dass b* = c* gilt.

Betrachtet man die Realteile von a* und d*, so fillt auf, dass die beiden mittleren Terme sich annullieren
-/ T —/ = = . . . . o
wegen a'cb = b/ca’ und ’ed = d'cé, und weil natiirlich Re(-) = Re(™) gilt. Es gilt Rechenregel ii) und
iv) von S. 11, so dass man
dad = |a/|2 X a/aa/|a/|—2 — ‘a/|2 . a/a(a/)—l,

ddd = |d)?-ddd|d|?=|d|? dd(d)"
umformen kann.’” Die Abbildung Re(-) ist natiirlich R-linear. Somit bleibt:

Re(a*) = Re(d'ad’) — Re(b'dy) = |d'|?Re(a) — |b'|* Re(d) = Re(a) und
Re(d*) = Re(d'dd)—Re(c'ad’) = |d'|*Re(d) — |'|* Re(a) = Re(d).

Schritt 2: G ist konjugiert zu einem G' € PU(1,1;C) <= b = ¢ und Re(a) = Re(d).

,»=“: Nach der Bemerkung auf S. 14 ist G € PU(1,1;C) genau dann, wenn b = ¢ und a = d. Dies ist
eine stirkere Forderung als Re(a) = Re(d).

»=“"Falll:b=c=0

Dann sind a und d dhnlich, so dass eine Einheitsquaternion ¢ € OB existiert mit gag = d.” In zwei
Schritten kann G nun zu einem G € PU(1,1; C) uiberfiihrt werden:

g 0\ (a 0\ (q 0\ (g 0\ /[ag 0\ (gag 0\ [(d 0

0 1/\0 d/\0 1) \0 1 0 d/ \0 da) \o d)°
Aufgrund von Lemma 3.3 existiert eine Einheitsquaternion ¢’ € 9B, so dass ¢’dq’ € C ist. Konju-
gation der obigen Gleichung mit ¢’ I liefert ein Element in PU(1,1; C):

¢ 0\ (d 0\ (7 0\ _(d 0\(dgZ 0\ _(ddgd 0
0 ¢/)\0 d)\0o @) \0 ¢ 0 dg ) 0 qdqg )"

"o/ und d’ sind ungleich Null, weil die Bedingungen (3.1) gelten. Somit sind |’| =2 und |d’| =2 wohldefiniert. Falls b’ = ¢’ # 0
gilt, kann man die Terme b'db’ und ¢’a¢’ analog umformen. Aber auch im Falle ' = ¢ = 0 gilt die postulierte Gleichung.

¥ Dieser Zusammenhang leuchtet ein, wenn man sich vor Augen hilt, dass eine Quaternion d wegen |d| = |d| und Re(d) =
Re(d) immer shnlich zu ihrer konjugierten Form d ist. Siehe Rechenregel iv) auf S. 11.
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Fall 2: b =¢ # 0

Analog zum ersten Fall liuft die Uberfiihrung in zwei Schritten ab:
cle|™t 0\ [a €\ [(ele]™t 0\ _ [cle|7t 0\ [aclc|t e
0 1/ \c d 0 1) 0 1 || d
cacle|™® ||\ _ [(d ||
el d) Nl d)”

Der letzte Teil der Gleichung ergibt sich aus cac|c| =2 = cbd|c|~? = ced|c| 2 = d. Wieder existiert
eine geeignete Einheitsquaternion ¢, so dass ¢dq in C liegt. Somit liegt

<q 0> (d IC\> (q 0>_<q 0> (dq ICI(J)_(qdq Q\CIQ>_<qdq !CI)
0 ¢)\|ld d/)\0 7 0 ¢/ \lclg dq qlelg  qdg e[ qdq

in PU(1,1; C). O

3.3. Die Aufteilung in elliptisch, parabolisch und loxodromisch

Wir miissen nun eine Definition der drei die Dynamik beschreibenden Eigenschaften einer Mobiustrans-
formation finden, die kompatibel zu der im Komplexen eingesetzten, anschaulich motivierten Definition
von S. 4 ist.

Definition 3.4. Es sei g # id eine quaternionische Mobiustransformation, die B invariant lisst.
i) g heiBit elliptisch, wenn sie mindestens einen Fixpunkt in B hat.
ii) g heiBBt parabolisch, wenn sie genau einen Fixpunkt hat, und dieser in JB liegt.

iii) g heiBt loxodromisch, wenn sie genau zwei Fixpunkte hat, und diese in OB liegen.

Bemerkung (Kompatibilitit der Definition im Komplexen). Es ist nicht auf den ersten Blick ersichtlich,
dass diese Definition 3.4 kompatibel zu der anschaulich motivierten Definition 1.4 von S. 4 im Komplexen
ist. Fassen wir PU(1,1; C) C PSL2(C) auf, dann hat ein Element G die Form

G= (a g) . det(G) = |a]® = |c|* = 1.

Im Falle ¢ # 0 vereinfacht sich die Fixpunktformel (1.1) zu

Im(a)i £ \/Re(a)? — 1
£+ = ;

C

auBerdem ist Tr> G = (a + @)% = 4Re(a)?, so dass wir eine Fallunterscheidung fiir Re(a)? betrachten
konnen:
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i) Sei G parabolisch im Sinne von 3.4. Dann hat G genau einem Fixpunkt, also muss Re(a)? = 1
gelten, und somit ist wegen Tr?> G = 4 und aufgrund des Klassifikationssatzes 1.5 die Mobiustrans-
formation GG auch im Sinne der Definition 1.4 parabolisch.

ii) Sei G loxodromisch im Sinne 3.4. Weil beide Fixpunkte in 0B liegen, muss der Betrag des Zihlers
gleich sein fiir beide Fille 4, und somit muss entweder Im(a) = 0 sein oder y/Re(a)? — 1 ortho-
gonal auf Ri stehen. Die erste Bedingung impliziert |a| = Re(a), so dass wegen 1 = |a|? — |c/|?
und a # 1 die Relation Re(a)? > 1 gelten muss; die zweite Bedingung ist gleichbedeutend mit
Re(a)? > 1. Insgesamt ist Tr? G > 4 und somit ist G' loxodromisch im Sinne von 1.4.

iii) Sei G elliptisch im Sinne von 3.4. Dann existiert ein Fixpunkt in B, also liegt 0. B. d. A. der Fixpunkt
&4 in B. Damit gilt

‘Im(a)i + v/Re(a)? — 1‘2 <|c* = |a* =1 = Re(a)? + Im(a)* — 1.

Das ist fiir Re(a)? > 1 offensichtlich ein Widerspruch, und somit gilt Tr> G < 4 und G ist elliptisch
beziiglich 1.4.

Im Falle ¢ = 0 ist Re(a)? + Im(a)? = 1 und wegen a # +1 muss Re(a)? < 1 gelten. Der einzige
Fixpunkt liegt bei 0.

Bemerkung (Historischer Kontext). Diese Klassifikation anhand Anzahl und Position der Fixpunkte wird
von allen einschlédgigen Quellen als gegeben vorausgesetzt, jedoch immer ohne Motivation. Der Klassifi-
kation vorausgehend sind lange Diskussionen, ob das Parallelenaxiom der euklidischen Geometrie durch
die anderen Axiome bedingt wird. Diese Frage kann spitestens mit der Entdeckung der hyperbolischen
Geometrie 1826 mit Nein beantwortet werden. Die Begriffe elliptisch, parabolisch und hyperbolisch be-
schreiben urspriinglich, wie sich parallele Graden im Unendlichen verhalten: Die Eigenschaft parabolisch
bezeichnet dabei den Spezialfall, der mit der euklidischen Geometrie iibereinstimmt.

Die erste Formulierung, die Abbildungen durch diese Eigenschaften charakterisiert, findet sich bereits
1879 bei Felix Klein [7, §8, S. 122]. Dort untersucht er die Transformationen der oberen Halbebene, die
ein Modell fiir die Poincaré-Scheibe ist (shnlich der Konstruktion P : V_ U V; — B von oben).

Beachten wir hier nur die bei einer solchen [M&bius-]Transformation festbleibenden Elemen-
te [Fixpunkte]. Sie konnen conjugirt imaginir, zusammenfallend, oder reell und verschieden
sein. Im ersten Falle will ich die Substitution eine elliptische, im zweiten Falle einen parabo-
lische, im dritten eine hyperbolische nennen.

Die Eigenschaft loxodromisch taucht nicht auf. Allerdings merkt [2, S. 351] an, dass hyperbolisch eine
andere Bezeichnung fiir einfach und loxodromisch ist.
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3.4. Fixpunkte und Eigenwerte

In diesem Abschnitt formulieren wir die zentrale Gleichung, deren Losung mit drei Fallunterscheidungen
den Rest der Arbeit ausmachen werden.

Im Folgenden sei g(z) = (az + b)(cz + d)~! eine quaternionische Mobiustransformation, die B invariant
a b

d
von g genau dann, wenn

lasst, sowie G = ) € PU(1,1; H) die dazugehorige Matrix. Offensichtlich ist 3 € H ein Fixpunkt

9(3) =3 <= 3c3+3d—a3—b=0 (3.3)

ist. Unser Ziel ist es zunichst, Fixpunkte von g mit Rechts-Eigenwerten” von G in Verbindungen zu
setzen.

Lemma 3.5. Wenn 3 ein Fixpunkt von g ist, dann ist t = c3 + d ein Rechts-Eigenwert von G.

Beweis. Wendet man G auf den Vektor <3

1> an, und verwendet die aus (3.3) resultierende Gleichung

3¢3 + 3d = a3 + b, ergibt sich:

(Z Z) @ = (Zﬁg) _ (zgzizd) _ @ (c3 + d). -
3 3

Bemerkung (Eigenschaften von Rechts-Eigenwerten).

i) Rechts-Eigenwerte sind invariant unter Konjugation: Sei G3 = j3t. Dann gilt fiir ein H €
PU(1,1;H): (HGH 1) (H3) = HG3 = (H3)t.

i) Ist t ein Rechts-Eigenwert von G, dann sind es auch alle in der Ahnlichkeitsklasse von t liegen-
den Quaternionen: Sei ¢ # 0 eine Quaternion, und G3 = j3t, dann ist G(3¢9) = G3q = 3tq =
(39)(a™"tq).

Behauptung 3.6 (Zentrale Fixpunktgleichung). Sei g(z) = (az+b)(cz+d) ™! mitc # 0 eine B  erhaltende
Mobiustransformation. Dann sind die Fixpunkte von g gegeben durch alle 3 = ¢~ (t — d) € B, so dass t
eine Losung von

2 —(d+cthd)t+ch=0 (3.4)

ist.

Im Folgenden werden immer nur Rechts-Eigenwerte betrachtet. Wihrend deren Existenz schon lange bekannt war, fiihrten
die Links-Eigenwerte viele Jahrzehnte lang ein Schattendasein. Erst 1985 konnte Wood mit Hilfe topologischer Methoden
iiberhaupt zeigen, dass jede Matrix aus Mat(n; H) Links-Eigenwerte besitzt [5]. Diese explizit zu berechnen fiir n > 4 ist
Gegenstand aktueller Forschung.
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Beweis. Die Formel ergibt sich aus (3.3), indem zunichst 3 = ¢~ !(t — d) substituiert und zusammenge-
fasst wird:

0 = j3¢c3+3d—a3—>
= cHt—dec(t—d)+cH(t—d)d—ac (t—d) —b
= M -td—dt+d*) +cd—c'd® —ac Mt +actd—b
= '@ —ctdt—act+actd—b.

Multiplikation auf der linken Seite mit c liefert:

0 = £ —dt—cac "t+cac td— cb
= € —(d+cacHt+cactd—cb

Der nicht von t abhiingende Term cac™'d — cb ldsst sich nun noch vereinfachen, weil die Bedingungen
(3.1) gelten:

cac™! = |c|?cac=c¢ tac =¢ 'bd und cb=7c 'b|c?
und wegen |d|? — |c|? = 1 gilt:
cactd — cb = tbdd — e 'blc|* = e b|d|> — e bl = tb(|d)* — |¢f*) =& .

Insgesamt ergibt sich die postulierte Formel. O

Aufgrund dieses Satzes konnen wir uns nun mit drei Féllen befassen und dezidiert die Klassifikation
und Fixpunkte berechnen: Entweder ist b = ¢ = 0, oder aber ¢ !b ist entweder 1 oder nicht trivial
anzugeben.

3.41. DerFallb =c=0
Satz 3.7 (Klassifikationssatz, Teil 1). Sei g(z) = azd ™!, so dass (3.1) gilt. Dann ist g elliptisch, und fiir
die Fixpunktmenge F gilt:

i) Wenn Re(a) # Re(d), dann ist g zusammengesetzt und hat einen einzigen Fixpunkt: F = {0}.

ii) Wenn Re(a) = Re(d), dann ist g einfach und hat eine reell-zweidimensionale Fixpunktmenge

.F:{qzeﬁ ‘qdqil:a,zeR@Rd}.

Beweis. Die Fixpunktgleichung 3d = a3 hat in jedem Fall die Losung 3 = 0. Also ist g elliptisch. Die
Klassifizierung in einfach und zusammengesetzt ist offensichtlich nach Satz 3.4.
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i) Seien Re(a) # Re(d), 3 # 0. Dann konnen a und d nicht dhnlich sein, und die Fixpunktgleichung
a = 3d3~" besitzt keine Losung.

ii) Es existiert eine Quaternion ¢, so dass gdg~' = a ist. Nach [3, S. 165] ist 3d = d3 genau dann,
wenn 3 in der zu C isomorphen Unteralgebra R & Rd liegt. O

3.4.2. DerFallb=¢c#0

Satz 3.8 (Klassifikationssatz, Teil 2). Sei g(z) = (az + b)(cz + d)™! mit b = ¢ # 0, so dass (3.1) gilt.
Dann ist g einfach, und fiir die Fixpunktmenge F gilt:
i) Wenn Re(d)? < 1, dann ist g elliptisch und besitzt die Fixpunkte F = {v € B | v = ¢ 1(t - d)},
wobei t € {Re(d) + /1 — Re(d)?q | g € OB, Re(q) = 0}
ii) Wenn Re(d)? = 1, dann ist g parabolisch, und die Fixpunktmenge aus i) fillt auf einen Punkt
F ={-¢tIm(d)} C OB zusammen.

iii) Wenn Re(d)? > 1, dann ist g loxodromisch und die Fixpunkte liegen bei F = {v € B | v =

et —d), t = Re(d) £ \/Re(d)? — 1}.

Beweis. Aufgrund der Beziehungen (3.1) und b = € wissen wir, dass @ = bdé—! = &d¢ !, und somit
Re(a) = Re(d) = Re(d). Also ist g einfach. Sei G = (gij) € PU(1,1; C) konjugiert zu G. Der Realteil
von d ist invariant unter Konjugation, und es gilt Tr*(G) = Tr*(G) = (Ji1 + g22)% = 4Re(d)?, weil
G11 = G2 sein muss nach der Bemerkung von S. 14. Die Klassifikation ist dann offensichtlich nach
Satz 1.5. (Siehe auch die Bemerkung zur Kompatibilitit der Definitionen auf S. 18.)

Die Fixpunktgleichung (3.4) vereinfacht sich fiir b = ¢ # 0 zu:
2 — (d+d)t+1=0<= (t—Re(d))* = Re(d)? - 1.
Im Fall Re(d)? < 1 ist wegen der Bemerkung Teil ii) auf S. 12 die Nullstellenmenge von (t — Re(d))? +
(1 — Re(d)?) genau die Menge der Quaternionen mit Linge /1 — Re(d)? und Realanteil 0.
Im Falle Re(d)? = 1 fillt diese Menge auf einen Punkt zusammen, und es gilt t = Re(d).

Fiir Re(d)? > 1 ist (t — Re(d))? reell und > 0. Somit gilt aufgrund der Beziehung 2% = 2 Re(x)z — |z|:
2Re(t — Re(d))(t — Re(d)) ist reell und > 0. Also muss schon t — Re(d) reell sein, und die (reelle)
quadratische Gleichung besitzt die Losungen t = Re(d) + \/Re(d)? — 1. O
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3.4.3. Der Fall b £ ¢ # 0

Nach der Bemerkung von S. 20 wissen wir, dass jeder Reprisentant der Ahnlichkeitsklasse eines Rechts-
Eigenwertes auch ein Rechts-Eigenwert ist. Aus Sicht einer Mdbiustransformation bleibt also die Ahn-
lichkeitsklasse invariant, die eindeutig charakterisierbar ist durch Realanteil und Norm eines jeden Repra-
sentanten.

Behauptung 3.9 (Umformulierung der zentralen Fixpunktgleichung). Die Gleichung (3.4) ist dquivalent
zu

t=@-1)""(a=N), (3.5)
mitp =d+ ¢ 1bd, q= ¢ b, sowie T = t+ tund N = tt.
Beweis. Zunichst sei angemerkt, dass 7' = t+t = 2Re(t) € Rund N = tt = |t|> € R gilt. Diese beiden

Werte sind invariant unter Konjugation, und charakterisieren bereits vollstindig eine Aquivalenzklasse
von zueinander dhnlichen Quaternionen.

Die Variablen p und ¢ sind lediglich Kurzschreibweisen fiir die Koeffizienten, so dass sich (3.4) als 0 =
t? — pt+ ¢ schreiben lisst. Uber ¢ wissen wir, dass fiir den Absolutbetrag aufgrund von (3.1) gilt: |¢| = 1,
aber ¢ # 1 wegen b # €.

Fiir alle t € H gilt: t* — Tt + N = > — t> — tt + tt = 0. Durch ,,Addition einer Null** wird (3.4) somit zu
0= —pt+q)— (B —Tt+N)=—(p—T)t+ (¢g— N),

und weil ¢ nicht reell und somit ¢ — N # 0 ist, muss wegen t # 0 auch p — T" # 0 gelten, und es ergibt
sich die postulierte Formel:

t=(p—-T)""(¢—N). O
Lemma 3.10. Es gilt: pg+ qp = p + p.
Beweis. Diese Beziehung lisst sich direkt nachrechnen. Man beachte die Regel 7y = 3y 7.
pg+qp = (d+c 'bd)c b+ 'b(d+c 'bd)
= dbc '+ 'bdbc™! +¢ 'bd + ¢ Tbdbc !
= dbc' + e bd +c 7 b(d + d)be!
= dbc'+Tbd+d+d
= p+p
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Die Gleichheit (x) gilt, weil d+d reell ist und deswegen mit den anderen Variablen kommutiert. AuBerdem
gilt |c| = |b|, und daher:

¢ o(d + d)boc™! = (d+ d)|c|2ebbe™! = (d + d)|c| 2[b)*cc™! = d + d. O

Lemma 3.11 (Vorbereitungen auf den Klassifikationssatz, Teil 3a). Die Werte T' und N geniigen der
Gleichung (N — 1)(T — 2Re(p)N + NT') = 0.

Beweis. Setzt man (3.5) fiir die Beziehungen T' = t + t und N = tt ein, ergeben sich die beiden Glei-
chungen:

p—T)"g-N)+(p-T)"(¢—-N
p=T) " ¢g—N)+@G@—-N)p-1T)"
t=@p-T)"(¢—N)p-T)"Yg—N)

Ty Yg—N)@-N)p-1)"

Umformen dieser (reellen) Gleichungen ergibt:

{ (p—T)T(H~T)=(q—N)@~T)+(p—T)G—N)
(p—T)N@-T)=(g-N)p—T)

o, |p|?T — pT? —pT? +T3 = qp — qT — Np+ NT + pg — pN —qT + TN
|p>)N — pNT —pNT + T?N = ¢Gg — gN — gN + N>

Ip|*T — 2Re(p)T? 4+ T3 = 2Re(p) — 2Re(q)T — 2Re(p)N + 2NT
Ip|?)N — 2Re(p)NT + NT? =1 — 2Re(q)N + N?

T3 — 2Re(p)T? + T Re(p)? — T Re(p)? + |p|*T — 2T + 2Re(q)T =

JON = 2Re(p) — 2Re(p)N + 2NT — 2T
N Re(p)? —2Re(p)NT + NT? + |p|>N + 2Re(q)N — N Re(p)? — 2N =
=N?_-2N+1

T(T — Re(p))2 +TA =2(N — 1)(T — Re
{ ( ()?+ ( >2< (1)) (3.6)

N(T —Re(p))? + NA = (N —1)

In Schritt (1) wird links mit p — 7" und rechts mit p — 7" multipliziert. Schritte (2) und (3) sind Ausmul-
tiplikation und Zusammenfassen von Ausdriicken unter Verwendung von = + T = 2Re(z). In Schritt
(3) wird auBerdem die in Lemma 3.10 gezeigte Gleichung pg + ¢p = p+p = 2Re(p) und |¢| = 1
eingesetzt. In Schritt (4) werden lediglich ,,Nullen addiert, damit in Schritt (5) unter Verwendung von
A = |p|* — Re(p)? — 2 + 2 Re(q) zusammengefasst werden kann.
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In den Klassifikationssitzen 3.12 und 3.13 wird A #hnlich einer Diskriminante verwendet werden. Daher
schon jetzt die Beobachtung, dass

A= |Im(p)[* — |g — 1] (3.7)
gilt:
A = \p|2 — Re(p)2 —242Re(q)
= |Im(p)]* — |q| — 1 + 2Re(q)

()
| Im(p)|* — Re(q)* — [ Im(q)|* — 1 + 2 Re(q)
[ Im(p)[* — (Re(q) — 1)* — | Im(q)|?
()
()

> —Re(q —1)* — | Im(q — 1)
?— g —1)?

| Im(p
= [Im(p

Durch Umstellen der beiden Gleichungen (3.6) nach TN A und Gleichsetzen ergibt sich

0 = 2N(N —1)(T — Re(p)) — T(N — 1)?
(N —1)(2N(T — Re(p)) — TN +T)
= (N —1)(2NT —2Re(p)N — TN +1T)
(N —1)(T — 2Re(p)N + NT), (3.8)

was die Behauptung war. O

Satz 3.12 (Klassifikationssatz, Teil 3a). Es sei g(z) = (az + b)(cz + d) ™! eine Mébiustransformation,
die B invariant lisst, auflerdem sei b # ¢ # 0. Definiere A := | Im(E:lbd +d)|?> — [c7 b — 1|2 Dann ist
die Fixpunktmenge F gegeben durch alle Punkte 3 = c¢~*(t — d) € B, so dass t ein Rechts-Eigenwert ist
und sich als t = (p — T)~'(q — N) schreiben ldisst, wobei abhiingig von A gelten muss:

i) Wenn A <0,dann N = 1und T = Re(p) £ v—A.

ii) Wenn A > 0,dann N = X + X2 —1und T = Re(p) £ v2X — 2 — A, mir

X = i (Re(p)> + A + /(Re(p)? + A~ 4)2 1 164 )

Beweis. Die Werte N und 7" miissen der in Lemma 3.11 geforderten Gleichung
(N —=1)(T—2Re(p)N + NT) =0

geniigen. Wir betrachten eine Fallunterscheidung fiir N:
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Fall 1: N # 1. Dann folgt aus (3.8), dass 7' — 2Re(p)N + NT = 0 gilt, also T' = %. Einsetzen in
die untere Gleichung von (3.6) und anschlieBendes Zusammenfassen liefert:

(N—-1)2 = N(T —Re(p))?+ NA

2
= N(W—Re(p)) + NA
_ Re(p)(N — 1))\
=N <N+1) NA
_ NRe(p)*(N —1)?
= RS NA.

Multipliziert man nun beide Seiten mit (N + 1)2,

(N -1)2(N+1)2 = NRe(p)?*(N -1)>+N(N +1)%A
— N*—2N?4+1 = N3®Re(p)?> — 2N?Re(p)?> + NRe(p)? + N3A + 2N?A + NA

addiert 4N? und dividiert dann durch N2, ergibt sich:

<N + 13)2 = (Re(p)* + A) <N + ]1[) — 2Re(p)* + 2A + 4.

Schreibt man X := 1 (N + 1), dann ist N = X + v/X? — 1, und die obige Gleichung wird zu 4X? =
(Re(p)? + A) - 2X — 2Re(p)? + 2A + 4 und besitzt (weil N > 0, N # 1 gilt, und daher X > 1) die
folgende Losung fiir X:

X = i(Re(p)2 +A) + \/116(Re(p)4 + 2Re(p)?A 4+ A?) — %6(8 Re(p)? — 8A — 16)

1
- ¢ (Re(p)2 + A+ /(Re(p)2+ A —4)2 + 16A) .
Formt man die untere Gleichung von (3.6) um, teilt durch N, und setzt N + % = 2X ein, ergibt sich:
2 L o 1
(T — Re(p)) :N(N —2N+1—NA):N—2+N—A:2X—2—A,

woraus sich die Losung 7' = Re(p) + v2X — 2 — A ablesen lésst.
Fall 2: N = 1. Einsetzen in (3.6) ergibt (T — Re(p))? = —A und daher T = Re(d) £ v/—A.

Der Satz macht eine Fallunterscheidung beziiglich A. Im Falle N = 1 muss offensichtlich A < 0 sein.
Es gilt aber auch: Wenn N # 1 ist, dann muss A > 0 sein, was im Folgenden gezeigt wird.

Angenommen N # 1 und A < 0, dann muss 7" — 2 Re(p) N + NT = 0 gelten. Daraus folgt, dass die
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Losung t nicht reell ist, speziell einen Imaginarteil ungleich Null hat.

Angenommen, t wire reell, also N = t2 und T = 2t. Wir wissen, dass t % 0 ist, also gilt: 0 =
T — 2Re(p)N + NT = 2t — 2t? Re(p) + 2t3 <= 0 = 2t> — 2Re(p)t + 2. Durch Subtraktion der
Fixpunktgleichung (3.4) sowie der konjugierten Fixpunktgleichung ergibt sich:

0 = 2t>—2Re(p)t+2
= 22 —2Re(p)t+2— (2 —pt+q) — (& =Pt +7)
= 2—2Re(q)
Dies ist ein Widerspruch, weil fiir b # ¢ offensichtlich ¢ = 7 1b # 1, aber |¢| = 1 ist.
Weil t also nicht reell ist, ist N = [¢2 > Re(t)2 = L. Zusammen mit (N + 1) = 2N (X + 1) ergibt
sich

T? 1 4Re(p)’N? _ Re(p)’N 1 T? Re(p)?

4 4 (N+1)?2 2X+1)" X+1 4 2
also X +1 — () > (0. Weil wir A < 0 annehmen, gilt:

0 < 4X +4—2Re(p)’
—Re(p)? + A+4+ /(Re(p)2 + A — 4)2 + 16A
~Re(p)? + A+ 4+ /(Re(p)2 — A — 4)2 — 16A + 4Re(p)2A + 16A

= —Re(p)?+A+4+/( e() — A —4)2 + 4Re(p)2A
< —Re(p)? +A+4+|Re(p)? -

Diese Ungleichung impliziert'” Re(p)? — 4 < A. Analog findet sich mit X > 1:

0 < 4X —4=Re(p)?+A -4+ /(Re(p)2+ A —4)2 +16A
< Re(p)*+ A —4+|Re(p)* + A —4
Also ist Re(p)? — 4 > —A. Insgesamt ergibt sich die Ungleichungskette
OS—A<Re(p)2—4<A§0,
was ein Widerspruch ist. Fiir V # 1 muss also A > 0 gelten. O

Satz 3.13 (Klassifikationssatz, Teil 3b). Es seien g und A wie oben. Dann gilt: g ist zusammengesetzt,
und abhdngig von A gilt:

i) Wenn A < 0, dann ist g elliptisch,

YA-B|>A-B=A-B<0=A<B
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ii) wenn A = 0, dann ist g parabolisch, und

iii) wenn A > 0, dann ist g loxodromisch.

Beweis. Nach dem Einfachheitskriterium (Satz 3.4) ist wegen b # ¢ offensichtlich, dass g zusammenge-
setzt ist.

Der Beweis muss die Position der Fixpunkte bestimmen. Dabei reicht es aus, herauszufinden, ob der bzw.
die Fixpunkte in B oder OB liegen. Somit reicht es, zu berechnen, ob ein Fixpunkt den Betrag eins hat.
Sei

j=c t—d)y=c(p—-T)"(g—N)—d)=c'(p—T)""((g—N) = (p—T)d)

ein Fixpunkt von g. Dann gilt:

D (3> = DlePlp =T = (¢ — N) = (p— T)d|* = |¢]*|p — T|?
lg= NP> = (q—=N)dp—T) - (p—T)d(@— N) + (|d|* — |¢|*)|p — T|?
Nlp—TP—(p—d—Nd)(p—-T)—(p—T)p—d—Nd)+ [p—T[

N|p|?> = NpT — NpT + NT? — (|p|> — dp — Ndp — pT +dT + dNT) —
—(Ip|* = pd — pNd — Tp + Td + TNd) + |p — T|?
Nlp|* = 2Re(p)NT + NT? — 2|p|* + (dp + pd) + N(dp + pd) +
+2Re(p)T — 2Re(d)T — 2Re(d)NT + [p|* — 2Re(p)T + T>
= T2 - 2Re(p)NT + NT? — 2Re(d)T — 4Re(d) Re(p)N — 2Re(d)NT
= (T —2Re(d))(T — 2Re(p)N + NT) (3.9)

—~
[
~

—~
N
~

—
w
=

—~
Ny
Nz

Alsoist 3 € B genau dann, wenn D = 0 gilt. Die Umformungen sind teilweise nicht ganz offensichtlich:

In Schritt (1) findet die folgende Formel zur Berechnung des Betrages der Differenz zweier Quaternionen
2 und y Anwendung:

2 —yP = —y) (v —y) =27 — 27— yT +yy = |2|* — 27 — yT + |y|*.

In Schritt (2) wird [N| = N = (p — T) (¢ — N)(p—T)'(¢ — N) verwendet'!, um |¢ — N|? =
N|p — T|? zu ersetzen. AuBerdem gelten die beiden Gleichungen

(¢g—N)d = qd—Nd=¢ 'bd— Nd=p—d— Nd und

dGg—N) = dg—dN =dbc' —dN =p—d— Nd.

'"Es gilt immer: N = tt = [¢|* > 0.
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Schritt (4) ist lediglich Ausmultiplikation sowie Auflosung von |p — T'| analog zu Schritt (1). In Schritt
(5) schlieBlich heben sich diverse Summanden gegenseitig auf. Mit der Beziehung

P2 = [cbd +d? = [c b2d)2 + & tbdd + ddbe ™t + |d|? = 2|d|? + ¢d” + d%p
= (d+qd)d+ d(d+dg) = (d +¢ 'bd)d + d(d + dbc™') = pd + dp

16st sich —2|p|? + |p|? + pd + dp = 0 und
Np|* + N(dp + pd) = N(dp + pd + dp + pd) = N((d + d)p + p(d + d)) = 4N Re(d) Re(p)

auf.

In den Fillen ii) und iii) folgt aus A > 0, dass es genau einen Fixpunkt (im Falle A = 0) oder genau
zwei Fixpunkte gibt. Aus dem Beweis von Satz 3.12 folgt, dass 7' — 2 Re(p) N + NT = 0 wenn A > 0.
Falls A = 0 gilt N = 1 und T' = Re(p), und somit ist wieder " — 2 Re(p) N + NT = 0. Also liegen die
Fixpunkte in beiden Fillen in JB.

Fall i) liefert einen Fixpunkt in B: Das Vorzeichen von D bestimmt, ob 3 innerhalb oder aulerhalb von B
liegt. (Der letztere Fall ist kein zuldssiger Punkt der Mébiustransformation g, tritt aber als eine Losung fiir
die beiden Werte T" auf.) Setzt man fiir die beiden Faktoren aus (3.9) die Werte fiir 7" und N ein, ergibt
sich:

T —2Re(p)N + NT = 2T —2Re(p) = +£2vV—-A
T —2Re(d) = Re(p) —2Re(d) =vV—-A =Re(p—d—d)+vV-A
= Re(@'bd —d) £ vV—A =Re((q—1)d) £ V-A

Fiir das Vorzeichen von D ist nur |3/ — 1 relevant. Betrachtet man D fiir die Losungen 3., die sich aus
den Rechts-Eigenwerten t; ergeben mit N = 1 und 7' = Re(p) + v/—A, dann ist

sign(D4 - D_) = sign ((Re((q —1)d) + V=A) - 2V=A - (Re((q — 1)d) — V=A) - (—2\/1))
= sign(4A) sign(Re((q — 1)d)* + A)
= —sign(Re((q — 1)d)* + [ Im(p)]* — |g — 1)
= —sign(Re((q — 1)d)? 4 |Im(c *bd + d)|* — |¢ — 1)
= —sign(Re((q — 1)d)* 4 |Im(c bd — d)|> — |¢ — 1)

(
(
= —sign([¢ tbd — d)? — | — 1]?)
= —sign(lg — 1P*d* — |¢ — 1*)
= —sign(lg — 1*(Jd]> - 1))
= —sign(lg — 1P[c|*) = -1.
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Also hat genau eine der beiden Losungen 3+ einen Betrag < 1 und liegt daher in B und damit ist g
elliptisch. 0

Beispiel. Es sei g(z) = ((1 —i)z +k)(jz + 1 +i)~!. Dann gelten wegen

(1-i)k=(1+i)k=k+ik=k—j=j(1+i) und (1—-i)j=k—j=k—ki=Kk(l+1i)

die Bedingungen (3.1) und somit g(B) = B. Wir konnen Satz 3.12 und 3.13 anwenden. Dafiir berechnen
wir zunichst die Hilfsgroen:

¢ = § k=jk=i
p = qA+i)+1+i=il—-i)+1+i=i—i?+1+i=201+i)
A = |Im(p))?—lg-17=2"-2=2.

Weil A = 2 > 0 ist, wissen wir nach Satz 3.13, iii), dass g zusammengesetzt loxodromisch ist. Wir sind
in Fall ii) von Satz 3.12 und erhalten

X = %(4+2+\/(4+2—4)2+16-2):3,

N = 3++32-1=34+2V2 und
T = 24+4+6—-2_2=24+2V2.

Somit konnen wir Rechts-Eigenwerte ausrechnen:

t = (p-T) ' (g—N)= <Qii\/§>_1 (i—3i2\/§>

(—2ii\/§) (i—si\@ =

é<6+6i$3i\/§¢3\/§>
<2+2i:Fi\/§:F\/§) — -1+

(1+1) (2;@).

N = O =

1
2
Daraus ergeben sich die beiden Fixpunkte in 0B:

;o= (;(lJri) (2;@);2(1“)) =ij*2/§(1+i):ij\;§k.
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A. Visualisierung invarianter Punktmengen unter
Mobiustransformationen

Fiir die Erstellung der Abbildungen 1.1 und 1.2 auf S. 10 wurde die Software GnuPlot'? eingesetzt. Die
Daten wurden mit dem folgenden Perl-Script erzeugt:

Listing 1: Perl-Programm plot/invariant.pl

#!/usr/bin/perl

use strict;

use warnings;

use feature qw(:5.10);

use Math::Complex;

use Math::Complex qw(:pi Inf);
use autodie;

open my $fh, "| _gnuplot  -persist";
sub p($) { say $fh @_; }

my $lambda = cplxe(l.6, pi/6);

# Slambda cplxe (1.2, pi/6);
my $xiplus = cplx(-1,0);
my $ximinus = cplx( 1,0);
# $xiplus = cplx( 1,-1/2);
# $ximinus = cplx(-1, 1/2);
# gl ist die Fixpunkttransformation
sub gl ($) {
my Sz = shift;
return Inf if $z-1 == 0;

return ($ximinus*$z-$xiplus)/ ($z-1);

}

p <<EOF;
set key off # keine Legende anzeigen
set grid xtics ytics
set xrange [-3:3]
set yrange [-2:2]

EOF

p qqg<set term pdf> if $ARGV[0] and $ARGV[0] eq '-e’; # export

sub spiral {
p("plot_" . join ", " => (gg<"-" u 1:2 w 1 lc rgb "#444444">)x(scalar @_));
foreach my Sofs (G_) {

for my $t (-1000..1000) {
St = $t/20; # Schrittweite kleiner machen
my $z = cplxe($lambda->absxx$t, $t » $lambda->arg + S$ofs);
my $fz = gl(S$z); # f(gl($z)) liefert das gleiche Resultat!
p($fz->Re . " " . $fz->Im) if $fz != Inf;

}

p("e");

}

# Familie plotten
spiral( map { $_xpi/8 } 0..15 );

close $fh;

2GnuPlot ist freie Software und zum Download unter http: //www.gnuplot .info/ verfiigbar.
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